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RÉSUMÉ. – Soit (M,∇) une variété affine compacte et connexe telle que Aff (M,∇)0
n’est pas résoluble. On associe à un revêtement fini (M ′,∇′) de (M,∇), un corps
K (K est le corps des réels, des complexes ou des quaternions) et un K-feuilletage
affine transverse FU . Soit p = codimKFU , on montre que si p > 1, (M ′,∇′) ou le
K-éclatement de (M ′,∇′) le long d’une sous-variété affine, est l’espace total d’une
fibration au-dessus de P 1K(K
p).
On donne une classification partielle des variétés affines (M ′,∇′) si p = 1. Puis on
détermine la structure différentiable (à revêtement fini près) des 3 et 4-variétés affines
compactes telles que Aff (M,∇)0 n’est pas résoluble. Ó 2001 Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS
Mots Clés: Variétés affines, Éclatement
AMS classification: 53C15, 53S30
ABSTRACT. – We associate to a finite cover (M ′,∇′) of a compact connected affine
manifold (M,∇) such that Aff (M,∇)0 is not solvable, a field K (K is the real, complex
or quaternionic field) and an affine K-transverse foliation FU . Let p = codimKFU , if
p > 1, we show that (M ′,∇′) or his K-blowing-up along an affine submanifold is a
total space of a fibration over P 1K(K
p). We give a partial classification of the manifolds
(M ′,∇′) if p = 1. We also determine the differentiable structure of 3 and 4-affine
manifolds (up to a finite cover) such that Aff (M,∇)0 is not solvable. Ó 2001 Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS
Une n-variété affine (M,∇) est une n-variété différentiable M , munie
d’une connexion ∇ dont les tenseurs de courbure et de torsion sont nuls.
La connexion ∇ définit sur M un atlas dont les fonctions de transitions
E-mail address: tsemo@math.univ-montp2.fr (A. Tsemo).
72 A. TSEMO / Bull. Sci. math. 125 (2001) 71–83
sont des restrictions de transformations affines. Un automorphisme affine
de (M,∇) est un difféomorphisme de M qui préserve ∇ . On note
Aff (M,∇) le groupe de Lie des automorphismes affines de (M,∇),
Aff (M,∇)0 sa composante connexe et aff (M,∇) son algèbre de Lie.
La structure affine (M,∇) de M se relève sur son revêtement universel
Mˆ en une structure affine (Mˆ, ∇ˆ). On note p : Mˆ → M la projection
revêtement. Le groupe Aff (M,∇) est le quotient du normalisateur
N(pi1(M)), du groupe fondamental pi1(M) de M dans Aff (Mˆ, ∇ˆ) par
pi1(M). La structure affine de Mˆ est définie par un difféomorphisme
local D : Mˆ → Rn appelé la développante. La développante donne lieu
à une représentation A : Aff (Mˆ, ∇ˆ)→ Aff (Rn) définie par la relation
d’équivariance D ◦ f = A(f ) ◦ D. La restriction de A à pi1(M) est la
représentation d’holonomie h de (M,∇). La partie linéaire L(h) de h est
l’holonomie linéaire de (M,∇).
Dans [9] on a montré que la composante connexe du groupe des
transformations affines d’une variété affine compacte et complète ou
compacte et unimodulaire est nilpotente. Il existe des variétés affines
compactes dont la composante connexe du groupe des transformations
affines n’est pas nilpotente, c’est le cas de la variété de Hopf(n) (n > 1)
qui est le quotient de Rn−{0} par le groupe engendré par une homothétie
non triviale de rapport strictement positif. Dans ce papier on se propose
d’étudier les variétés affines compactes dont la composante connexe du
groupe des transformations affines n’est pas résoluble.
LEMME 1. – Soit (M,∇) une variété affine compacte telle que
aff (M,∇) n’est pas résoluble, alors la composante connexe du commu-
tateur de l’holonomie de (M,∇) n’est pas résoluble.
Preuve. – Soit (M,∇) une variété affine, connexe, compacte de di-
mension n telle que Aff (M,∇)0 n’est pas résoluble, N(pi1(M))0 la
composante connexe de N(pi1(M)) commute avec pi1(M) et par suite
A(N(pi1(M))0) commute avec l’image de l’holonomie. L’algèbre de
Lie A(n(pi1(M))) de A(N(pi1(M))0) est donc invariante par l’holono-
mie. L’algèbre de Lie des champs affines invariants par l’holonomie est
A(n(pi1(M))) car M est compacte ; c’est aussi l’algèbre de Lie du com-
mutateur de l’holonomie. De plus, aff (M,∇) est A(n(pi1(M))) car le
noyau de A est discret (voir [9]). 2
La proposition suivante généralise la proposition 1 de [9] :
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PROPOSITION 1. – Soit (M,∇) une variété affine compacte. L’action
de Aff (M,∇)0 sur M , définit sur M un feuilletage singulier dont les
feuilles sont des sous-variétés affines immergées.
Preuve. – Soient (M,∇) une variété affine compacte, X et Y deux
éléments de aff (M,∇) ; ∇XY est un champ affine qui appartient à
aff (M,∇) car M est compacte. La restriction de ∇ à aff (M,∇) est
un produit associatif. Celui-ci se relève sur n(pi1(M)), l’algèbre de
Lie de N(pi1(M)) en un produit associatif dont l’image par A est la
restriction à l’algèbre de Lie A(n(pi1(M))) du produit associatif de
aff (Rn) défini par (B, b) • (C, c) = (BC,B(c)). Le produit associatif
• défini sur A(N(pi1(M))) une connexion localement plate invariante
à gauche dont les géodésiques issues de l’identité sont de la forme
{IRn+ t (C, c), (C, c)∈A(n(pi1(M))), t ∈ I }, I désigne un intervalle réel.
On en déduit que les orbites de Aff (M,∇)0 sont des sous-variétés affines
immergées, car le noyau de A est discret. 2
L’algèbre associative (A(n(pi1(M))),•) est la somme directe d’une
algèbre associative semi-simple s1 et d’une algèbre associative nilpotente
[1, p. 23] ; s1 n’est pas nulle car l’algèbre de Lie aff (M,∇) n’est pas
nilpotente et sa structure de Lie est sous-jacente à sa structure associative
définie par ∇ .
LEMME 2. – Soit (M,∇) une n-variété affine compacte connexe telle
que aff (M,∇) n’est pas résoluble, alors il existe un revêtement fini
(M ′,∇′) de (M,∇), deux sous-espaces vectoriels supplémentaires U
et V de Rn, un corps K (K est le corps des réels, des complexes ou
des quaternions) tels que l’holonomie de (M ′,∇′) laisse stable U et V ,
la restriction de l’action de l’holonomie de (M ′,∇′) à V est constituée
de K-homothéties pour une structure de K-espace vectoriel de V .
Preuve. – Les composantes simples de l’algèbre associative s1 sont de
la forme gl(n,K) ou K est le corps des réels, des complexes ou des
quaternions. On en déduit que A(N(pi1(M))0) contient un sous-groupe
compact s non trivial car s1 n’est pas résoluble. On choisit s maximal. On
peut supposer que l’action de s fixe l’origine. Soient U ′ la composante
isotypique sur laquelle l’action de s est triviale, V ′ la somme de celles
sur lesquelles l’action de s n’est pas triviale, et (B, b) un élément de
l’holonomie. Posons b = b1 + b2, où b1 et b2 désignent des éléments de
U ′ et V ′. Soit S un élément de s, écrivons que (B, b) commute avec S. On
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a (SB,S(b1+ b2))= (BS, b1+ b2). Ceci implique que S(b2)= b2 et par
suite b2 = 0, car l’action de s sur V ′ n’est pas triviale et V ′ est une somme
de modules irréductibles non triviaux (Vl)l∈I . Les éléments de h(pi1(M))
agissent sur V ′ en permuttant les Vl . On en déduit l’existence d’un sous-
groupe d’indice fini de h(pi1(M)) qui laisse fixe chaque Vl . Quitte à
se placer sur un revêtement fini (M ′,∇′) de (M,∇), on peut supposer
que l’holonomie laisse stable chacun des modules Vl . On va noter hl
la restriction de h à Vl . hl(pi1(M)) est un groupe d’automorphismes de
l’action de s sur Vl . Il en résulte que hl(pi1(M)) engendre un corps Kl
qui fait de Vl un Kl espace-vectoriel à gauche, car Vl est un s-module
irréductible. Soit Vl0 un module simple de s non trivial tel que dimRVl0 est
maximale, X la somme des modules simples non triviaux de V ′ distincts
de Vl0 . Posons U =U ′ +X et V = Vl0 . L’holonomie laisse stable U et V
et la restriction de son action à V est formée de Kl0 -homothéties. Dans
la suite, on va noter Kl0 par K . Le corps K est le corps des réels, des
complexes ou des quaternions.
Soit T un sous-espace vectoriel laissé invariant par l’holonomie
linéaire. Le feuilletage de Rn, par espaces affines parallèles à T se relève
sur Mˆ en un feuilletage FˆT . Celui-ci passe au quotient en un feuilletage
FT deM . On en déduit l’existence des feuilletages FU et FV de (M ′,∇′),
car l’holonomie linéaire de (M ′,∇′) laisse stable U et V .
Soit GlK(V ) le groupe des applications K-linéaires de V . L’algèbre
de Lie {0} × glK(V ) de I × GlK(V ) est invariante par l’holonomie de
(M ′,∇′), donc I ×GlK(V )0, la composante connexe de I ×GlK(V ) est
incluse dans A(N(pi1(M ′))), I × GlK(V )0 se relève sur Mˆ et passe au
quotient en un groupe GV de transformations de M ′.
Remarque. – Si aff (M,∇) est résoluble sans être nilpotente,
(A(n(pi1(M)),•) contient un idempotent non nul, (C, c). On a (C, c) •
(C, c)= (C2,C(c))= (C, c). Ceci implique que (C, c)(−c)= 0. Quitte
à se ramener à un repère centré en −c, on peut supposer que c = 0. Soit
U le noyau de C. Il existe un sous-espace vectoriel V supplémentaire à
U , stable par C. En écrivant que l’holonomie, préserve le champ de vec-
teurs C, on obtient que U et V sont stables par l’holonomie. L’action de
l’holonomie sur V est linéaire. Voici un exemple de cette situation.
On considère R3 = Vect(e1, e2, e3) muni de la forme de Lorentz
définie par q(x, y, z)= x2 + y2 − z2 et H = {(x, y, z): q(x, y, z)=−1,
z > 0}. Le quotient de H par un sous-groupe discret à deux générateurs
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isomorphe au groupe fondamental d’une surface compacte de genre 2
Γ de SO(2,1) est une surface compacte S de genre 2. Soit hλ une
homothétie de R3 de rapport strictement positif λ. Le quotient de I =
{w = (x, y, z) ∈ R3: q(w) < 0, z > 0} par le groupe engendré par Γ
et hλ est une variété affine compacte M3 de dimension 3. Dans ce cas,
(aff (M3,∇)0,•) est résoluble (en tant qu’algèbre associative) sans être
nilpotent. Le champ de R3 définit par Xˆ(x, y, z)= (x, y, z) est invariant
par l’holonomie. Il passe au quotient en un champ X de (M3,∇) qui est
une base de aff (M3,∇).
Un feuilletage F , de codimension m sur une variété Y est muni
d’une K-structure affine transverse, s’il est transversalement affine et la
partie linéaire de son holonomie globale (voir [5] pour une définition de
feuilletage transversalement affine) préserve une structure de K-espace
vectoriel de Rm. Le feuilletage FU est muni d’une K-structure affine
transverse. Si l’image de hV est formée d’homothéties de rapports réels, il
existe sur M un feuilletage de codimension réelle 1 ; car tout sous-espace
vectoriel de codimension 1 contenant U induit sur M un feuilletage de
codimension 1. On déduit d’un théorème de Thurston (voir [5]) que la
caractéristique d’Euler–Poincaré de M est nulle.
PROPOSITION 2. – Le premier nombre de betti de M n’est pas nul.
Preuve. – L’application g :pi1(M)→ R qui a un élément associe le
module du déterminant de son image par hV se factorise par
H 1(M,Z)= pi1(M)/[pi1(M),pi1(M)].
Supposons que le premier nombre de betti de M est nul, alors g est
triviale. Soit D(R) l’image par D d’un domaine fondamental R de M
pour l’action de pi1(M) ; D(R) est contenue dans B(0, r) une boule de
centre l’origine 0 et de rayon r , pour une métrique produit d’une métrique
euclidienne de U et de V . Soit (x, y) appartenant à U × V ∗ et à D(Mˆ).
L’ensemble E = I ×GlK(V )0(x, y) n’est pas borné. Soit z= (x′, y′) un
élément de E tel que la norme de (0, y′) est strictement supérieure à r .
Pour tout élément γ de l’image de l’holonomie, γ (x′, y′) n’appartient pas
à B(0, r) car g est triviale. Ceci est contradictoire avec le fait que R est
un domaine fondamental pour l’action de pi1(M).
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1. Etude du cas aff (M,∇) n’est pas résoluble et dimKV > 1
Dans la suite de cette partie, (M,∇) sera une variété affine compacte,
connexe telle que aff (M,∇) n’est pas résoluble et dimKV > 1. Quitte à
se placer sur un revêtement fini de (M,∇), on supposera que l’holonomie
linéaire laisse stable U et V .
Notons Nˆ la sous-variété affine D−1(U × {0}) de Mˆ , et N la sous-
variété affine p(D−1(U × {0})) de M ; N est une réunion d’un nombre
fini de feuilles compactes de FU car Nˆ est stable par pi1(M). Soit
D(Fˆ ), l’image par D de Fˆ , une feuille de FˆU au-dessus d’une feuille
F de FU ne rencontrant pas N . L’intersection D(SˆF ) de D(Mˆ), et
du sous-espace vectoriel engendré par U et la K-droite engendrée par
VectR(D(Fˆ )) ∩ V est laissée stable par l’holonomie ; VectR(D(Fˆ )) est
le sous-espace vectoriel réel engendré par D(Fˆ ). On déduit que SˆF ,
la composante connexe de D−1(D(SˆF )) qui contient Fˆ se projette sur
(M,∇) en une sous-variété affine compacte SF .
On a la proposition suivante :
PROPOSITION 3. – Supposons que N soit vide et dimKV > 1, alors
M est l’espace total d’une fibration localement triviale dont la fibre est
une sous-variété affine de (M,∇) au-dessus de l’espace projectif P 1K(V ).
Si K est le corps des réels, cette fibration est une suspension.
Preuve. – La restriction à D(Mˆ) de
f¯ :U × (V − {0})→ P 1K(V )(x, y)→[y],
où [y] désigne la classe de y dans P 1K(V ), se relève sur Mˆ et passe au
quotient en une submersion f (donc une fibration localement triviale [5,
p. 22]) de M dans P 1K(V ). Les fibres de cette fibration sont les sous-
variétés SF , et la base P 1K(V ).
Soient [x1, . . . , xp] un système de coordonnées homogènes de P 1K(V ),
et Ui l’ouvert de P 1K(V ) défini par xi 6= 0. La restriction de la fibration
définie par f à f −1(Ui) est triviale. La trivialisation de Ui ∩Uj × SF →
Ui ∩ Uj × SF est de la forme ([x1, . . . , xp], y)→ ([x1, . . . , xp], yxi),
[x1, . . . , xp] est un système de coordonnées homogènes tel que xj = 1. La
transformation de SF qui à y associe yxi est induite par la transformation
de U × (V − {0}), (x′, y′)→ (x′, y′xi). L’application cij :Ui ∩ Uj →
K∗, [x1, . . . , xp] → xi , où [x1, . . . , xp] est un système de coordonnées
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homogènes telles que xj = 1 est le 1-cocycle qui définit le fibré en droites
canonique au-dessus de P 1K(V ). Si K est le corps des réels, l’ordre de ce
cocycle est égal à 2 ; dont la fibration se relève sur la sphère de dimension
dimRV − 1 en une fibration triviale.
Remarque. – Si N est vide, la caractéristique d’Euler–Poincaré de M
est nulle. En effet M a un champ qui n’a pas de singularités car l’action
de GV sur M est localement libre.
Supposons que N est non vide. Considérons P 1K(N) le fibré en
K-droites projectives au-dessus de N associé au fibré transverse à FU .
Considérons la variété M ′ = (M−N)∪P 1K(N) appelée le K-éclatement
de M le long de N lorsqu’elle est munie de la structure différentiable
suivante. On prolonge un atlas affine de M −N sur M ′ comme suit. Soit
W ′ = (W −N)∪P 1K(N ∩W), oùW est un ouvert connexe de carte affine
de (M,∇) rencontrant N , et (x1, . . . , xq, xq+1, . . . , xr) des coordonnées
affines deW telles que x1, . . . , xq sont réels et xq+1, . . . , xr , appartiennent
à K , N ∩ W est défini par xq+1 = · · · = xr = 0, et les feuilles de
la restriction de FV à W sont définies par (x1, . . . , xq) = constante.
Les coordonnées (x1, . . . , xr) induisent des coordonnées de P 1K(N),
par (x1, . . . , xq,Xq+1, . . . ,Xr) ; [Xq+1, . . . ,Xr ] sont les coordonnées
homogènes associées aux vecteurs transverses de FU .
Soient i > q etQi le sous-ensemble deW ′ défini parGi = {(x1, . . . , xr)
∈W −N tels que xi n’est pas nul}∪ Hi = {(x1, . . . , xq,Xq+1, . . . ,Xr) ∈
P 1K(N ∩W) tels que Xi n’est pas nul}. On définit sur Qi une carte φi , par
φi(x1, . . . , xr)=
(
x1, . . . , xq,
1
xi
xq+1, . . . ,
1
xi
xi−1, xi,
1
xi
xi+1, . . . ,
1
xi
xr
)
si (x1, . . . , xr) ∈Gi , et
φi(x1, . . . , xq,Xq+1, . . . ,Xn)
=
(
x1, . . . , xq,
1
Xi
Xq+1, . . . ,
1
Xi
Xi−1,0,
1
Xi
Xi+1, . . . ,
1
Xi
Xr
)
sinon.
L’adhérence de SF −N dans M ′ est une sous-variété S ′F difféomorphe
à SF . La restriction à D(Mˆ − Nˆ) de l’application de U × (V − {0})→
P 1K(V )(x, y)→ [y] se relève sur Mˆ − Nˆ , et passe au-quotient en une
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application deM −N→ P 1K(V ), celle-ci se prolonge en une submersion
f de M ′ sur P 1K(V ) dont les fibres sont les S ′F . La submersion f est une
fibration localement triviale. L’obstruction à la trivialité de cette fibration
est celle du fibré en droites canonique au-dessus de P 1K(V ). Si K est
le corps des réels, quitte à se ramener sur un revêtement fini, on peut
supposer que la fibration est triviale.
On a donc montré la :
PROPOSITION 4. – Si N est non vide et dimKV > 1, le K-éclatement
de M le long d’une sous-variété affine de M est une fibration localement
triviale de fibre type une sous-variété affine de (M,∇) et de base
de P 1K(V ).
2. Le cas dimKV = 1
Dans ce cas, K est le corps des quaternions, car s et dimRVl0 sont
maximales et aff (M,∇) n’est pas résoluble, on va néanmoins étudier
les variétés affines compactes telles que l’holonomie laisse stable deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires U et V , et sa restriction à V est
formée de K-homothéties ou K est une extension finie quelconque de R.
Soit F une variété affine. Une variété affine compacte qui est le
quotient de F ×K∗ par un sous-groupe d’automorphismes de Aff (F ×
K∗,∇) dont les éléments sont de la forme γ (x, y)= (k(γ )(x), λγ y), où
k(γ ) est un automorphisme affine de F et λγ un élément de K∗ sera dite
de type I. Si dimKV = 1 et N est vide, (M,∇) est de type I. Il suffit de
prendre pour F le revêtement universel d’une feuille de FU .
PROPOSITION 5. – Si N est vide et K =R, alors M est l’espace total
d’une suspension au-dessus du cercle.
Preuve. – Considérons un système de coordonnées (x1, . . . , xn) de Rn,
tel que (x1, . . . , xn−1,0) soient des coordonnées des points de U et
(0, . . . ,0, xn) celles des points de V . La 1-forme D(ωˆ) = dxn/xn est
invariante par l’holonomie. Elle se relève sur Mˆ en une forme wˆ qui
passe au quotient en une 1-forme ω de M . Le feuilletage FU est défini
par la forme fermée sans singularités ω. On déduit de [7] que M est
l’espace total d’une fibration localement triviale au-dessus du cercle S1
dont la distribution T tangente aux fibres est définie par le noyau d’une
forme rationnelle w aussi proche que l’on veut de ω. Quitte à choisir w
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suffisamment voisine de ω, on peut supposer que FV est transverse à T
car M est compacte. On déduit d’un théorème de Ehresmann [5, p. 84]
que M est l’espace total d’une suspension au-dessus du cercle.
Dans la suite, on va supposer que N est non vide. L’action de GV sur
M détermine celle d’un K-flot φt transverse à FU . Les orbites de φt sont
de deux types : celles qui sont adhérantes à N et celles qui ne sont pas
adhérantes à N .
Construisons l’exemple suivant qui nous a été communiqué par Pierre
Molino : On se donne une p-variété affine, compacte et connexe V , un
R-fibré vectoriel F , de rang m = n − p, et une connexion plate ∇ sur
F ⊕ T V telle que : (i) ∇ respecte le sous-fibré T V , (ii) ∇ induit sur T V
la connexion ∇V définissant la structure affine de V . L’holonomie de ∇
respecte la structure d’espace vectoriel des fibres de F ⊕ T V .
On se donne enfin un automorphisme Φ du fibré vectoriel F ⊕ T V tel
que (i) Φ respecte T V et se projette en l’identité sur V , (ii) Φ respecte
la connexion ∇ , (iii) Si Φ ′ est le morphisme associé sur le fibré quotient
(F ⊕ T V/T V ), il est strictement contractant sur chaque fibre.
La donnée de ∇ détermine dans un voisinage Ω de la section nulle
de F (identifiée à V ), une unique structure affine (Ω,∇Ω) induisant sur
les fibres leur structure affine naturelle, et pour laquelle ∇ représente le
transport parallèle le long de la sous-variété affine (V ,∇V ). Φ détermine
un morphisme affine ΦΩ de (Ω,∇Ω). De plus, l’espace des orbites des
itérés de ΦΩ dans Ω − V est une variété affine compacte ayant au plus
deux composantes connexes.
Ceci étant, sur M1 = (Ω × K) − (V × {0}), muni de la structure
affine produit, on définit la relation d’équivalence suivante : (x, t) '
(ΦΩ(x), λt) où λ est un élément de K de norme strictement inférieure
à 1.
L’espace quotient M est muni d’une structure affine. C’est une variété
affine compacte, munie du feuilletage F défini par passage au quotient
à partir du feuilletage Fˆ de M1 déterminé par la seconde projection
(x, t) → t . Notons X, le K-champ affine obtenu à partir du champ
Xˆ= ∂/t .
PROPOSITION 6. – Supposons que dimKV = 1, N est non vide, que
les orbites de φt qui ne s’accumulent pas sur N sont périodiques, de
plus la différentielle dφ du K-retour de Poincaré en un point x d’une
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orbite périodique laisse stable deux sous-espaces vectoriels R1 et R2
telle que la restriction de dφ à R1 est l’identité, et celle de dφ à R2
est strictement contractante ou strictement dilatante, alors (M,∇) est
affinement isomorphe à l’un des modèles précédents.
Preuve. – Considérons (M ′,F ′) le revêtement d’holonomie du feuille-
tage transversalement affine FU , et D′ :M ′ →K le développement cor-
respondant. Soient t0 distinct de 0, et F ′0 une composante connexe de
D′−1(t0). Sa projection sur M est une feuille non compacte F0 de FU .
Le flot φt permet de plonger N sur F0, et le complémentaire V de ce
plongement est compact. Soit x un élément de V . L’orbite de x par φt
est compacte. Les points de V appartenant à une carte affine contenant x
sont les points fixes du premier retour de Poincaré de φt en x, on en déduit
que V est une sous-variété affine de (M,∇). Soit N ′ le sous-ensemble de
M ′ au-dessus de N ; M ′ −N ′ est de la forme F ′0 ×K∗. L’holonomie du
feuilletage est engendrée par un élément γ , tel que γ (x, y) = (γ1x,λy)
pour tout élément (x, y) de F ′0 ×K∗, où γ1 est un automorphisme affine
de F ′0 dont la restriction à V est l’identité, et λ un élément de K . L’auto-
morphisme γ1 contracte F ′0 sur V , on en déduit que V est connexe. On se
retrouve dans la situation de l’exemple précédent. 2
Remarque. – La variété N peut être non vide, alors que φt n’a pas
d’orbite compacte comme le montre l’exemple suivant : Considérons T 3,
le tore de dimension 3, muni de la structure affine de [7, pp. 22–23].
L’image de la développante de cette structure affine est R3 privé d’un
repère affine, et son holonomie est engendrée par deux applications
affines, fixant l’origine du repère précédent, et diagonalisable dans celui-
ci. Leurs valeurs propres sont distinctes de 1. Le champ valant (0,0, z)
en (x, y, z), se relève sur Tˆ 3, et passe au quotient en un champ de T 3.
La variété N a quatre composantes connexes, et φt n’a pas d’orbite
compacte.
Plus généralement supposons que N soit non vide et considérons
une feuille F ′ du relevé de FU sur son revêtement d’holonomie M ′ ne
rencontrant pas le relevé de N sur M ′, M ′ = F ′ ×K −W × {0}, où W
est un fermé de F ′.
Réciproquement toutes les variétés affines compactes telles que
dimKV = 1 sont isomorphes à une variété affine construite comme suit :
on se donne une variété affine F , un sous-groupe d’automorphismes dis-
cret Γ de Aff (F ×K) tel que
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(1) Le groupe Γ préserve le feuilletage de F × K défini par la
projection sur K , l’action sur F × K d’un de ses éléments γ est de la
forme γ (x, y) = (k(γ )(x), λγ y), où k(γ ) est un automorphisme affine
de F , et λγ un élément de K∗.
(2) Il existe un fermé W de F tel que Γ préserve M ′ = F ×K −W ×
{0}, l’action de Γ sur M ′ est propre et libre, en outre le quotient de M ′
par Γ est compact. On dira qu’une telle variété affine compacte est du
type II.
3. Construction de variétés affines
Supposons que dimKV = 1, et considérons une feuille Fˆ de FˆU sur
son revêtement universel Mˆ . La variété Mˆ − Nˆ est affinement isomorphe
à X = Fˆ × K∗. L’action de pi1(M) sur X est de la forme γ (x, y) =
(k(γ )x, λγ y), où k(γ ) est un automorphisme affine de Fˆ et λγ un
élément de K∗. Pour tout entier strictement positif q, on fait agir γ
sur X × K∗q−1 en posant γ ((x, y), z) = (γ (x, y), λγ z). Cette action se
prolonge sur Wˆ =X×K∗q−1 ∪ Nˆ . Le quotient de Wˆ par cette action est
une variété affine compacte (M ′′,∇′′). On dira que M ′′ est obtenue en
rajoutant un projectif à (M,∇).
Soit (M,∇) une variété affine compacte. Alors quitte à se placer sur
un revêtement fini de (M,∇), on peut supposer que Aff (M,∇)0 est
résoluble, ou (M,∇) est obtenue à partir d’une variété affine de type I
ou II en lui rajoutant un nombre fini d’espaces projectifs.
On dira qu’une variété affine compacte (M,∇) est irréductible si et
seulement si aucun revêtement fini de M n’est pas obtenue en rajoutant
des espaces projectifs non triviaux à une variété affine compacte. Si
Aff (M,∇)0 est résoluble, (M,∇) est irréductible. Les variétés affines
irréductibles permettent de reconstruire à revêtement fini près, toutes les
variétés affines compactes.
4. La dimension 3
On va appliquer les résultats précédents à la dimension 3. Considérons
une variété affine compacte (M,∇) de dimension 3 telle que aff (M,∇)
n’est pas résoluble.
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Quitte à se placer sur un revêtement fini de M , on va supposer
l’existence de FU et FV .
(i) Si dimRFV = 3, alors K = R et (M,∇) est un quotient fini de la
variété de Hopf.
(ii) Si dimRFV = 2, alors on peut choisir K = C, et quitte à se
placer sur un revêtement fini, supposer que FU est un “flot” orienté
transversalement complexe au sens de [4] d’après [4], M est soit le
tore T 3 de dimension 3, un fibré en cercles S1 au-dessus du tore T 2 de
dimension 2, un fibré en T 2 au-dessus de S1, le produit de S2 la sphère
de dimension 2, par S1.
(iii) On peut toujours se ramener à dimRV > 1 car aff (M,∇) n’est
pas résoluble, s et dimRVl0 sont maximales. Traitons néanmoins le cas
dimRV = 1, (aff (M,∇) est résoluble sans être nilpotent dans ce cas). N
est vide on a vu que M est l’espace total d’une suspension au-dessus du
cercle, si N est non vide, les composantes connexes de N sont des sous-
variétés affines de dimension 2. D’après un théorème de Benzekri, quitte
à se placer sur un revêtement fini, on peut supposer que ce sont des tores.
On déduit de [2, p. 30] que M est soit T 3, un fibré en S1 au-dessus de T 2,
un fibré en T 2 au-dessus de S1, ou le produit de S2 par S1.
On a donc montré la
PROPOSITION 7. – Soit (M,∇) une variété affine compacte de dimen-
sion 3 telle que Aff (M,∇)0 n’est pas résoluble, alors un revêment fini de
(M,∇) est soit T 3, soit un fibré en T 2 au-dessus de S1, un fibré en S1
au-dessus de T 2, ou le produit de S2 par S1.
5. La dimension 4
Soit (M,∇) une variété affine compacte de dimension 4 telle que
Aff (M,∇)0 n’est pas résoluble. Quitte à se placer sur un revêtement fini,
on va supposer l’existence de FU et FV .
(i) dimRFV = 4. Dans ce cas l’holonomie de (M,∇) est constituée
d’homothéties de rapport réels, complexes ou quaternoniens. La variété
affine (M,∇) est un quotient fini de la variété de Hopf réelle, complexe,
ou quaternonienne.
(ii) dimRFV = 3. Dans ce cas K est forcément le corps des réels. On a
vu que si N est vide, un revêtement fini de (M,∇) est S3× S1 et si N est
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non vide, un revêtement fini de l’éclatement de (M,∇) le long de N est
S3 × S1.
(iii) dimRFV = 2. Si N est vide, alors si K est le corps des réels,
on a vu qu’un revêtement fini de M est le produit de S2 par le tore de
dimension 2. Si K est le corps des complexes, le feuilletage FU est un
C-feuilletage de Lie. On en déduit de [5], que M est l’espace total d’un
fibré en tore au-dessus d’une surface. SiN n’est pas vide, alors N est une
variété affine de dimension 2. Quitte à se placer sur un revêtement fini
de M , on peut supposer que N est un tore, l’holonomie de (M,∇) est
alors commutative. D’après [2, p. 30], M est difféomorphe à S1 × S3, ou
au produit de T 2 par une surface compacte.
On peut toujours se ramener au cas dimRFV > 1 car aff (M,∇) n’est
pas résoluble.
On a donc montré la :
PROPOSITION 8. – Soit (M,∇) une 4-variété affine compacte et
connexe telle que aff (M,∇) n’est pas résoluble, alors un revêtement fini
(M ′,∇′) de (M,∇) est une variété de Hopf, le produit de S3×S1, un fibré
en T 2 au-dessus d’une surface compacte, ou un éclatement de (M ′,∇′)
le long d’une sous-variété affine est S3 × S1.
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